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Einbettungsfragen wurden in der Relativitdtstheorie bisher selten betrachtet, da sich sofort die
Frage nach der physikalischen Natur der Variablen des Einbettungsraumes stellt. Es gibt aber
Fille, wo sich das Einbettungsproblem von selbst stellt, das sind die Rdume der Klasse 1, mit dem
Rang > 3 der 2. Fundamentalform b,gdze dzf, da dann der 2. Fundamentaltensor b,z aus der
Metrik bestimmbar und der b,z ein Tensor des Schwerefeldes wird. Behandelt sind nur zentral-
symmetrische, statische Linienelemente, wo der Rang von b,z gleich 4 ist. In diesem Fall folgen
die Copazz1-Gleichungen aus jenen von Gauss und brauchen nicht explizit beriicksichtigt zu werden.
Die Komponenten des Riemann—Crristorrerschen Tensors und die b,4 lassen sich in nichtrationaler
Weise durch jene des Emsteiv-Tensors G4 ausdriicken, wobei sich gewisse Bedingungen fiir die G,
ergeben, damit reelle Werte fiir die anderen Tensoren folgen. Die Anwendung auf das Schwerefeld
einer Fliissigkeitskugel ergibt 2 Losungen der Klasse 1, wobei eine davon die Innenlosung von
ScawarzscHiLp ist. Im letzten Abschnitt wird schlieflich gezeigt, dal die Einbettung im 5-dimensio-
nalen pseudoeuklidischen Raum dieselben Formeln fiir die baﬁ liefert, die vorher ohne Bezugnahme

auf die Einbettung gewonnen wurden.

Bekanntlich lassen sich gekriimmte Ré&ume in
euklidische bzw. pseudoeuklidische Raume geniigend
hoher Dimensionszahl einbetten. Unter der Klasse
eines Riemannschen Raumes versteht man die klein-
ste mogliche Differenz der Dimensionszahlen des
ebenen Einbettungsraumes und des betrachteten ge-
krimmten Raumes. Ein Raum der Klasse 0 ist ein
solcher, in dem samtliche Komponenten des Rie-
MANN—CHrisTorFELschen Tensors 4. Stufe verschwin-
den. Ein Raum der Klasse 1 der allgemeinen Rela-
tivitatstheorie lafit sich in einem 5-dimensionalen
pseudoeuklidischen Raum geeigneter Signatur ein-
betten. Mit speziellen Raumen dieser Art beschaftigt
sich die vorliegende Arbeit.

Einbettungsfragen wurden in der allgemeinen Re-
lativitdtstheorie bisher wenig betrachtet, da sich so-
fort die Frage nach der physikalischen Natur der
hinzukommenden Variablen des Einbettungsraumes
stellt. Einsteins Theorie bezieht sich ausschlieflich
auf Eigenschaften der 4-dimensionalen Rdume, die
aus der Metrik bestimmbar sind. Im Spezialfall der
gekrimmten Flichen des gewohnlichen 3-dimensio-
nalen euklidischen Raumes, die samtlich von der
Klasse 0 oder 1 sind, ist die Gausssche Krimmung
die einzige ,innere“ Kriimmungsgrofle, wahrend
z.B. die mittlere Kriimmung eine &ullere Eigen-
schaft ist, die erst entsteht, wenn man an die Ein-
bettung im 3-dimensionalen Raum denkt. Zu der
Metrik der Flache tritt der 2. Fundamentaltensor zur
Charakterisierung der Fliache. Ahnlich, wenn auch
viel komplizierter, sind die Verhéltnisse bei der Ein-

bettung der 4-dimensionalen Rdume der Relativitits-
theorie. Der Einbettungsalgorithmus verlangt zur
Charakterisierung eines solchen Raumes der Klasse
N neben der Metrik gus genau N symmetrische Ten-
soren 2. Stufe b (n=1, 2,...,N) und } N(N-1)
Vektoren, zwischen deren Komponenten eine groBe
Zahl von Differentialgleichungen bestehen. Im Falle
der Klasse N =1 hat man neben gas nur einen ein-
zigen 2. Fundamentaltensor b.s zu betrachten, so
dall die Theorie dieser Riaume besonders einfach
wird. Sind bei einem 4-dimensionalen Raum der
Klasse 1 die beiden Tensoren gas und bas bekannt,
wobei gewisse Integrabilititsbedingungen zwischen
diesen GrofBlen zu erfiillen sind, so ist die 4-dimen-
sionale Fldache in einem pseudoeuklidischen 5-di-
mensionalen Raum geeigneter Signatur bis auf eine
Translation, Drehung oder Spiegelung bestimmt.
Wichtig ist, dal gap und bas als Tensoren des Raum-
Zeit-Kontinuums auftreten. Thre Komponenten sind
nur Funktionen der Raum-Zeit-Koordinaten z,, z,,
Z3, 24 . Wesentlich ist nun die Aussage der Einbet-
tungstheorie, daf fiir einen Typ von Rdumen der
Klasse 1 der Tensor bas der 2. Fundamentalform
(bis auf das Vorzeichen) eindeutig aus den Kom-
ponenten des RiEmMaNN—CHristorreLschen Tensors
Ropur , also aus den gup bestimmbar wird. Fir diese
Riume hat die Matrix H bag H den Rang = 3. Dies
folgt aus der Unverbiegbarkeit solcher Rdume und
ist bedingt durch die hohere Dimensionszahl. In sol-
chen Riumen, die im folgenden ausschlieflich be-
trachtet werden, wird der Tensor ba.s aus den Gravi-
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tationspotentialen gaug berechenbar, d.h., die metri-
schen GroBen bestimmen auch die Einbettungseigen-
schaften. Der Tensor bas ist daher auch ein ,,inne-
rer” Tensor, der ohne explizite Bezugnahme auf den
Einbettungsraum definiert werden kann. Interessant
ist dabei, dafl die Einbettungsfrage sich dann von
selbst stellt und aus dem Studium innerer GroBen
beantwortbar wird.

Die folgenden Untersuchungen beschrinken sich
auf das Studium zentralsymmetrischer statischer
Rédume der Klasse 1. Zu ihnen gehort nicht die
ScawarzscuiLpsche Losung des Massenpunktes, da
von Kasner! bewiesen wurde, daf} es fiir den ma-
teriefreien Fall keine Losung der EinstEinschen Feld-
gleichungen von der Klasse 1 gibt. Dagegen ent-
spricht das Schwerefeld einer Fliissigkeitskugel
einem Raum der Klasse 1, wie neuerdings von
Rosen ? gezeigt wurde.

I. Allgemeines iiber Rdume der Klasse 1
und zentralsymmetrische Linienelemente

Zwischen dem symmetrischen Tensor bog und dem
RieMaNN—CHrisTorrFELschen Tensor bestehen fiir
einen Raum der Klasse 1 die Beziehungen

Raﬁ,uv=€(bay bﬂv—bav bﬂ#)s (1)

wobei e gleich +1 oder —1 sein kann. Dies sind
die sogen. Gaussschen Gleichungen. Zu ihnen treten
die Copazz1-Gleichungen:

bagiy — bay:p=0. (1a)

Hierbei bedeutet das Semikolon die gewohnliche ko-
variante Ableitung. Von Tromas3 ist nun gezeigt
worden, daB} die Copazzi-Gleichungen eine Folge der
Gauss-Gleichungen sind, wenn der Rang des Ten-
sors bas groBer oder gleich 4 ist. Im Fall von 4 Di-
mensionen heiflt dies, dal der Rang von bss gleich 4
sein muf}. Dies wird in der Folge stets vorausgesetzt.
Dann braucht man die Copazzi-Gleichungen (1 a)
nicht mehr zu beriicksichtigen. Nun sei

ba}. ba,u bav
A(afyruv) = bg bg, by, (2)
vA 170 bvv

(a, ﬂ? Vs ;'1 Uy V= 19 2, 33 4‘)

ein beliebiger Minor der Determinante |ba|. Ist
bai. der Kofaktor von b in A (affydur), so gilt nach

1 E. Kasxer, Amer. J. Math. 43, 126 [1921].
2 J. Rosex, Nuovo Cim. 38, 631 [1965].
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einem bekannten Determinantensatz

i Bal éa,u Em' ‘ _
A (afyluv) = ‘ bsi bpubs | =A(apyiuy).
| Ov4 Oyu Op ‘

(3)

Die rechtsstehende Determinante 148t sich nun sofort
mit Hilfe der GIn. (1) ausdriicken, da

by = bgu byy — bpy by =€ Rpyur  usw.
Es ergibt sich so:
} Raﬂl,u Raﬂ,uv Raﬂv}. |
A=e ; Rﬂrly Byuy Rﬂrvl (4')
iRya.ly Rya/w yavd o

Da die linke Seite nicht negativ sein kann fiir reelle
Réume, folgt, dafl

Raﬂly Raﬁ,uv Raﬂvl'
e Rﬂrl/t Rﬂwv Rﬂwl Z 0 (5)

yodu Rya;w yavi |

fiir beliebige Indizes a, 3, y, 4, u, ».

Nach einem weiteren Determinantensatz ist jedes
Element von A(afy4uv) multipliziert mit A(afyiuv)
gleich dem Kofaktor des entsprechenden Elementes
der Determinante 4 (afyAuv). Es ist also

‘5ﬂ.u 5ﬂv = ‘ Ryavl Rral/t "

A(aﬂ}’lﬂ'y) bal = | 6”‘ 5 ey i Raﬂyl Raﬂl,u i
oder
But — 7717777 i Ryavl Rya.ly 5
=Y (aByiuv) |Rupy  Ragyu |2
1 | Ryatu Ryour |
ba“ =4 (aﬂyl,uv) ; Raﬁly aBuv | ’ (6 a)
wobei nach (4)
Ragiu Rapur  Ropr| )
A(afyluy) = | e i'Rﬂvly Royur  Rgma  (6D)
‘Ryal,u yauy yavd | / .

Damit sind die Komponenten des 2. Fundamental-
tensors ba durch die Komponenten des Riemann—
CuristorreLschen Tensors ausgedriickt. Die Losung
(6) fiir die bai ist insofern noch nicht eindeutig, als
das Vorzeichen der Wurzel in (6b) offenbleibt. Die
Bedingungen (5) garantieren, dafl die ba reell wer-
den. Da e in (5) gleich +1 oder —1 ist, besagen
die Bedingungen (5), daB alle Determinanten der
linken Seite von (5) das gleiche Vorzeichen haben
sollen. Der Rang von b soll voraussetzungsgemdfl

3 T.Y. Tuomas, Acta Math. 67,169 [1936].
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4 sein. Wir entwickeln die Determinante |ba1| nach
zweireihigen Minoren mit Hilfe des Lapraceschen
Entwicklungssatzes und erhalten

] bai [ = R2112 R4334 - R2113 R2443 - R2334 R2114 (7 a)
- R3221 R3441 . R1224 R1334 + (R1234) !

Weitere solche Entwicklungen nach anderen Zeilen-
paaren liefern

[ ba I = R1331 R4224 i R2113 R2443 - R3114 R3224 (7 b)
- R1832 R1442 - R1224 R1334 iy (R1234) 2’
| ba: I = R3223 R4114 - R3221 R3441 - R1832 R‘1442 (7 C)

— Rgy14 Ryzo4 — Roggq Rogya + (Rygss) ®.
Die drei Ausdriicke (7a), (7b) und (7 c) miissen

einander gleich sein, auBlerdem wird verlangt, dafl
sie alle drei von Null verschieden sind. Dies ent-
spricht der Forderung, dal b den Rang 4 haben
soll.

Nun betrachten wir das allgemeine zentralsym-
metrische, statische Linienelement:

ds? = A2 dr? + r2(d9? +sin? 9 dg?) — V2 dz3, (8)

wo A und ¥V nur Funktionen von r sind. Fiir die
Komponenten des Riemann—CHristorrELschen Ten-
sors findet man

P23=R3223= %(% —1),

A
P12=R2112= _‘3=R1831=P31’
e )
B (. 2T
14 14 A2 14 AV )?
v
P24=R4224= F A2V =R4334=P34-

Alle Komponenten mit 3 und mehr verschiedenen
Indizes sind Null. Die Indizes 1, 2, 3, 4 entsprechen
der Reihe nach den Koordinaten r, 9, ¢, z,. Ent-
sprechend findet man fiir die Komponenten des Ein-
STEIN-Tensors

1 1 2V
6=~ (5 -1) 557
RS
2L 3. = . S
Gy =Gy = Az(rA AV 1V V)’ (10)

1 /1 24
6= - wl(a-1)+ e
GF=0 fir az=g.

Aus den Formeln (7) folgen nach (9) die Gleichun-
gen

I bai [ . R2112 R4334 = R1331 R4224 . R3223 R4114 . (11)
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Da | bai | nicht verschwinden soll, besagen diese Glei-
chungen, daB8 keine der Komponenten Ragg. (a=F )
verschwinden darf. Setzt man die aus (9) folgenden
Ausdriicke fiir die Ragpa in (11) ein, so ergibt sich
als einzige Gleichung
1 n A
(1- &)= 57
Diese Gleichung lait sich sofort einmal integrieren
und es folgt

(12)

V2=k2(42-1). (13)
Hier gibt es die beiden Moglichkeiten:
a) V?2=k*(42-1) mit 4>1, (14 a)
b) V2=k(1-4% mit 0<A4A<1l. (14b)

(k ist eine positive Konstante.)

Der letzte Ausdruck wird aus (13) erhalten, in-
dem man k durch ik ersetzt. Bei der Anwendung
der Formeln (6a) und (6b) zur Berechnung der
bag sind die Indizes a, f, 7, 4, u, ¥ so zu wihlen,
daB 4 (afyiuv)==0 wird. Dies ist der Fall fiir A =a,
u=p,v=y.Esfolgt

A(afyafy) = V — € Ragga Rpyyp Ryaay -

Dieser Ausdruck ist symmetrisch gegeniiber einer
Vertauschung von a und f, # und y sowie y und a.
Dann folgt aus (6 a)

1 Rraaﬂ Ryaﬂr" -
bas = A (apyafy) | Rapas Raﬁﬂrj =0 &z
Der Tensor bas ist also gleichzeitig mit gop und Gagp
sowie Rqp auf Hauptachsen.
Mit (14 a) und (14 b) lassen sich die Ausdriicke
(9) fiir die Pos vereinfachen. Man kann folgende
Darstellungen finden:

aFp.

Fall a):
Pyy = *%@1’=_kTI:;A_2 <0,
P12=—£;*3=_%, (15a)
Pu= 7> Pu= gy
Fall b) :
P23=172_',?:’:,C2L,:A’i >0,
Pyy= {2—',%’:, (15b)
P14=ZI:’”’;}’ Py = ::/W
In beiden Fillen ist P;s=P3; und Poy=Pgyy.
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Nachdem wir wissen, daf} die Nichtdiagonalglieder
von bas verschwinden, gehen wir auf die Gln. (1)
zurlick, die jetzt lauten:

(a5 p)

(nicht summieren).

Reogpa= — e baa bps,

oder RFfp=Posg= —e b bsf
Ausfiihrlich geschrieben:
Pyz= —eby?bs®, Py = —ebg®by!, Piy= —eby! by,
Pyy= —eblb®, Pyy= —eby2by*, Pyy= —ebs®bt.
(16)
Aus den Gleichungen P, =Py und P,y =P, folgt
sofort by? = by3. Damit wird aber
Pyy= —e(b5%)*.

Da alle ba* reell sein sollen, folgt daraus

Py3<0 fir e=1 und Py3>0 fir e=—1.
Vergleicht man dies aber mit den Ausdriicken (15 a)
und (15b) fiir Py, so ergibt sich, daf} Fall a) dem
Wert e=1 zuzuordnen ist und Fall b) dem Wert
e= —1. Es sind also fiir e=1 die Formeln (14 a)
und (15 a) zu nehmen und fiir e= — 1 die Formeln
(14b) und (15b).

Aus (16) folgt

- P P
b22=b33=V—CP23, bl ——e;;:, b44——‘eb7:;-;
Pys Py
P14— —e (1;22)'2 (17 a)

Daraus ergibt sich zunéchst
Pyy Pyy =Py Pyy (17D)

in Ubereinstimmung mit (11). Weiter erhélt man

Fall a): e=1, Py3<0, A>1;
Vv’ | 2444 k
b22=b33=kr—A’ bll:»k?ei'-"-’ byt=— o
(18 a)
Fall b): e=—1, Py3>0, 0<A<];
|44 | 2484 k
bf=bi’= s b= e b= gy
(18b)

Damit ist die Berechnung des 2. Fundamentaltensors
aus der Metrik durchgefiihrt. Die b/ hingen in
nichtrationaler Form von den Komponenten des Rik-
MANN—CHRisToFFELschen Tensors ab.

Zwischen den Komponenten des Riemann—CurI-
storreLschen Tensors bestehen bekanntlich die Brax-
cur-Identitaten:

Raﬂyv;l + Ruﬁvl;‘u -+ Ruﬂl.u;v =(); (19 a)
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Ihre Auswertung ergibt im Falle des Linienelemen-
tes (8) zwei Beziehungen:

, 2
P23+ }'(P23_P12)=0-
5 1 |44 144 1
P24+(T+*V*)P24“ 7P12— ","P14=0-

(19b)

Aus den GIn. (1 a) fiir die bas folgt durch Verjiin-
gung

(b —b0d):p=0, b=0b. (20)

Der in der Klammer stehende symmetrische Tensor
b —b oo ist also divergenzfrei, wie der Materie-
tensor To#. Die Divergenzfreiheit beider Tensoren
beruht auf den Braxcur-Identitaten.

II. Zusammenhiinge zwischen den Komponenten
des Riemann—Christoffelschen Tensors
und dem Einstein-Tensor

Der physikalisch wichtigste Tensor ist der Ein-
steINsche, definiert durch G.f=RZ —3RJL. Er
laBt sich durch Verjiingung aus Ragu» finden. Umge-
kehrt sind aber im allgemeinen Falle die Kompo-
nenten von Rapu. nicht durch jene von Gos festge-
legt, da Rapuwr 20 algebraisch unabhingige Kompo-
nenten hat und Gag nur 10. Im Falle des Linien-
elementes (8) gibt es 4 solcher Komponenten von
Rapgur und 3 von Gas, also lassen sich auch in diesem
Falle die Rupur nicht algebraisch durch die Gus aus-
driicken. Dies wird anders bei Raumen der Klasse 1,
da dann zwischen den vier Grolen Psg, Pyy, Pyy
und P, die Beziehung (17b) besteht. Durch diese
Gleichung sind nun die Komponenten von Ragu al-
gebraisch ausdriickbar durch jene von G . Man fin-
det zunichst das Linienelement (8)

&1 =Gl= — Py —2 Py,
8a=06yt =G4 = —Pyy—Pyy— Py5 Pyy/Pyy, (21)
g4=04*= —Py—2Py,.

Diese drei Gleichungen fiir die drei GroBen P,
P.s, Py, kann man auflosen und erhilt

Poy= —{[ey—dea+ e, TV ey —dea+e0) +126184],
(22 a)

Pio= —%(e4+ Py3),
Pyy= —}(e1+ Pys),
Py =Py Pyy/Pyy.

(22Db)



ZENTRALSYMMETRISCHE STATISCHE SCHWEREFELDER

Damit sind fiir das Linienelement (8) unter Vor-
aussetzung der Klasse 1 die Komponenten des Rie-
MANN—CHrIsToFFELschen Tensors ausgedriickt durch
jene des EinsteiN-Tensors. Da die P reell sind,
erhalten wir eine Forderung an die Komponenten
von G . Es muf} gelten

(ey—4des+eg)2+12¢e, 6 = 0. (23)

Dies ist eine notwendige Forderung an die Kompo-
nenten des EinsteiN-Tensors, damit der Riemann-
sche Raum von der Klasse 1 und von dem von uns
betrachteten Typ sein kann.

Da P,; im ganzen Raum dasselbe Vorzeichen ha-
ben mul}, entstehen dadurch weitere Einschrankun-
gen fiir &, & und ¢ . Wenn sich zwei brauchbare
Losungen fiir P,; aus (22 a) ergeben, so gehoren
beide Losungen zu e= —1, wenn fiir sie Py3>0
oder beide zu e =1, wenn fiir sie Po3 <0 gilt. Haben
die zwei brauchbaren Losungen fiir P,3 entgegen-
gesetzte Vorzeichen, so entspricht die eine dem Fall

e=1, die andere e= — 1. Im Falle, wo sich nur eine
brauchbare Losung findet, kann sie zu e=1 oder
e= —1 gehoren.

Aus diesen Ergebnissen folgt auch, dal das
ScawarzscHiLDsche Linienelement fiir den Massen-
punkt nicht zu dem betrachteten Typ der Klasse 1
gehoren kann, da aus & =&, =¢;, =0 nach den For-
meln (22) sofort das Verschwinden der Komponen-
ten des Riemann—CuristorreLschen Tensors folgt
und der Raum somit eben wire.

Da durch (22) die Pop durch &, &, & ausge-
driickt sind, liefern die Formeln (17 a) durch Einset-
zen die bas dargestellt durch ¢, &,, & fiir die bei-
den Fille e= £ 1; so daf also die Komponenten des
2. Fundamentaltensors bas bis auf das Vorzeichen
festgelegt sind durch jene des Eixstein-Tensors. Da-
bei konnen einem brauchbaren Satz von ¢, &, &
zwei Siitze von reellen bas-Groen entsprechen, die
sich nicht nur durch das Vorzeichen unterscheiden.

III. Schwerefeld einer Fliissigkeitskugel

Wir wollen die bisherigen Uberlegungen anwen-
den auf den wichtigen Fall einer Flissigkeitskugel,
deren Energie-Impuls-Tensor gegeben ist durch

T1=T2=Td=p*, To=-p'c
(p*, p*>0) .

wo p* und u* den invarianten Druck bzw. Massen-

dichte bedeuten. Nach den Einsteinschen Feldglei-

(24 a)
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chungen ist (ohne kosmologisches Glied)
(24 b)

* ” * 2
gy =8 = —xp", g=xnu"C>

wo # die Gravitationskonstante ist.
Die Bedingung (23) laBt sich im vorliegenden
Fall so schreiben:

(u*c2-3p")2 20,

und ist stets erfiillt. Uberdies 148t sich die Wurzel
ausziehen. Aus den Formeln (22) folgt
PE=—3xu*2=P4R,
PR =1x(u*+3p*) =P{Y;
(25 a)
P(2—3)= _ xp*= _P(2—4)’
PG = — dx(u* —p*) = — PP,
(25b)

Da x* und p* iberall dasselbe Vorzeichen haben,
sind beide Losungen brauchbar im Sinne des Ab-
schnittes II und entsprechen beide dem Fall e=1
nach (15a).

Aus der ersten Gleichung von (19b) folgt fiir die
Losung (25 a)

du*/dr=0 (26 a)
und aus P 3 =P (3 nach (9)
1/1 A
Lk -1)--4%. (26 )

Diese Gleichung 146t sich sofort integrieren und lie-
fert

1

. S
A= 1—3xu*c®r?

(u* konstant). (27)
Die Losung (25 a) entspricht der bekannten Scawarz-
scuiLDschen fiir das Innere der Fliissigkeitskugel un-
ter der Annahme von konstantem u*. Diese Losung
ist also von der Klasse 1 und dem Typ mit Rang 4.

Fir die Losung (25b) folgt aus (15a) die Dif-
ferentialgleichung

VV =kr,
die durch Integration ergibt
V2=K+k*r? (K konstant). (28)

Weiter folgt aus den Beziehungen (15 a)
A2= (K+2k2r?) [(K+K21?),
#p*=K/(K+2kr?),
wpt =k 3K+2kKr?)/(K+2k1r?)2
Diese Losung entspricht einer verdnderlichen Mas-
sendichte. Die Konstante K muf} positiv sein, um
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Vorzeichenwechsel von ux* und p* zu vermeiden.
Eine Singularitat tritt dann nur im Unendlichen auf.

Die b/ erhilt man aus den Formeln (18 a). Fiir
die Losung (25 a) folgt

byl = by? = by =V u* 3,
und fiir (25b)
bl=V"|(kA3), b2=bd= —bt=Vxp".
Die beiden Lésungen (25) zeichnen sich also durch

eine einfache Struktur der 2. Fundamentalform aus.

b44= _k/(A V)a

IV. Einbettung der Felder in pseudoeuklidische

Raume von 5 Dimensionen

Der 2. Fundamentaltensor bss wurde aus dem
Gravitationsfeld vom speziellen Typ der Klasse 1
gefunden ohne explizite Bezugnahme auf die 5. Di-
mension. In den cartesischen Koordinaten des Ein-
bettungsraumes y!, y2, y3, y*, y° lautet dessen Me-
trik

ds?=e;(dy))2, i=1,2,...,5, (29a)

wo die e;= 1 sind. Die Raum-Zeit-Mannigfaltig-
keit erscheint als 4-dimensionale Hyperflache:

yizwi(xlsx2$x3vz4)- (291))
Deren Metrik ist dann gegeben durch
gap=€; Y'a wip. (29¢)

Das Semikolon bedeutet kovariante Ableitung im
4-dimensionalen Raum. Die Signatur von gus ist
jene der speziellen Relativitatstheorie. Nun hat
Eisexanrt 4 gezeigt, daf} die Metrik des Einbettungs-
raumes mindestens soviele +1 und —1 hat wie die
Metrik der Hyperflache. Daher gibt es nur die bei-
den Maglichkeiten fiir den Einbettungsraum:

a) 4 der e; sind 1 und das restliche ist —1;
b) 3 der e; sind 1 und die beiden restlichen

sind —1.
Wir schreiben
a) e =ey=e3=¢e=1, e5=—1;
b) e =ey=e3=1, e =e5=—

Sind 0; (i=1, 2, ..., 5) die Komponenten des Nor-
maleneinheitsvektors der Hyperflache, so berechnet

sich der 2. Fundamentaltensor aus der Gleichung
bap=0;y'ap . (30a)

4 L. P. Eisexnart, Riemannian Geometry, Princeton Univer-
sity Press, Princeton, S.188.

ZENTRALSYMMETRISCHE STATISCHE SCHWEREFELDER

Das Komma bedeutet die partielle Ableitung. Es gilt
(30b)

eioi2=e,

wo e= T 1 ist. Nullvektoren als Normalenvektoren
sind auszuschlieen, da dann die induzierte Metrik
(29 ¢) entartet ware.

Wir machen nun folgenden Ansatz:

y'=rsin? cos @, y>=rsinVsing, y®=rcosJ,

und y*= Kl(ci Cos(kzy), y°= KI(cL) Sin (k z)
im Falle der Signatur a;
oder yi= Vl(cr) cos(kzy), y5= Vl(cr) sin (k z,)

im Falle der Signatur b.

Wir erhalten dann

ds? = (1 + %’)dﬂ +72(d0% + sin® & dgp?) — V2 dz2,

(31 a)
(Signatur a)
oder
V'2
ds?= (1 L )ar® 412 (92 4 sin? D dg?) — V2 da?.
(31b)

(Signatur b)
Durch Vergleich mit (8) folgt
V'2=k2(A42—1) im Falle von (31a),
V'2=k2(1—A2) imFallevon (31b).
Dies entspricht den Formeln (14a) und (14b),
die auf andere Weise gewonnen wurden.
Die Gleichung der Hyperfliche 1af3t sich so schrei-
ben
()2~ (%) - V2() I =0,
(¥ 2+ ()2 -V2(r) k2 =0,

(Sign. a)
(Sign. b)
mit

= (y")2+ (%)% + (332
Daraus folgt fiir die Komponenten des Normalen-
vektors

Vv

Op= —p k2ry”', m=1,2,3
3 v (Sign. a)
O4=p —kaos(kx4), Os5= —p ?Sin(kx‘;);
und
= ¥
Opm= —D ﬁ?ym’ m=1,2,3
y (Sign. b)

Oy=p 'k‘COS(kI4), 05=ﬁ%sin(kx4).
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Daraus folgt

2 p2 y :
e; 0% = pkz (1 + F) (Sign. a)
und
2 V2 Ve .
€; 052 = ka (”éé’ -1 ) . (Slgn. b)

Im 1. Fall ist das Quadrat der Lange des Normalen-
vektors also positiv und wir kénnen ihn auf e=1
normieren. Im 2. Fall ist das Quadrat der Lange
negativ, danach (31b) der Ausdruck gy, =1—V"?/k?

positiv sein muf}. Wir konnen im 2. Fall den Nor-

malenvektor also auf e= —1 normieren. Es wird
dann
k2 k2
2_ e
p VEA+VERY) | AV
- i K

P"=yra—yrey — a2

1543
Nun erhilt man nach (30 a) fiir die bagp
v’ rvV’
b= b= a0 .
LV v (Sign. a)
b33=ﬁsin2’0, bu= 73
v’ rv
bu=jy b= jw .
P y (Sign. b)
b33= AASin 79, b44= —rfi,
bas=0 (a=Fp),
oder
v 44 — k
b= bP=bl= —, bl=F 75
bl=0 (a=Fp), (32)

wobei im Ausdruck fir b,* das obere Vorzeichen
fir Signatur a) und das untere fiir Signatur b).
Dies sind aber genau die Formeln (18).

Verallgemeinerte physikalische Entropien
auf informationstheoretischer Grundlage

H. ScawEGLER

Lehrstuhl fiir Theoretische Festkorperphysik der Technischen Hochschule Darmstadt

(Z. Naturforschg. 20 a, 1543—1553 [1965] ; eingegangen am 13. Mai 1965)

Physical entropies Sp are defined with respect to a certain set of variables, the observation-
level B. For all times in which B exists, Sp is the uncertainty H of a density operator Rp making
H a maximum with respect to the experimental values of B. This definition is not restricted to the
thermodynamic equilibrium. The entropies Sp measure the vagueness of the description in HiLsert-
space caused by the choice of B. The time dependence of the density operator Rp is not governed
by the von Neumann equation, but in the special case of a “self-consistent” B it may be calculated
with the help of this equation. An increasing Sp is obtained.

If the times for which B exists are sufficiently close, a macroscopic equation for the time deriva-
tive of Sp is given. Three special cases of B are considered, leading to the Gisss equation, a gener-
alized entropy equation for heat conduction and an entropy equation for the multipole relaxation.

Der Anwendbarkeit informationstheoretischer Be-
griffe in der Physik ist in den letzten Jahren immer
mehr Aufmerksamkeit geschenkt worden. So wird
hdufig darauf Bezug genommen, dafl das Smannon-
sche Unscharfemall H fiir die wichtigsten Ensembles
der statistischen Thermodynamik des Gleichgewichts,
namlich das kanonische und das groflkanonische En-
semble, als identisch mit der thermodynamischen
Entropie betrachtet werden kann. Uber Definition
und Verhalten der Entropie im Nichtgleichgewicht
herrscht dagegen weniger Klarheit. Die vorliegende

Arbeit versucht, einen Beitrag zur Klarung der
Schwierigkeiten zu liefern.

1. Konstruktion informationstheoretischer
Ensembles

In einer Reihe von beachtenswerten Arbeiten hat
JavNEs einen Zusammenhang zwischen Informations-
theorie und statistischer Mechanik entwickelt; dies
geschah mit Hilfe eines allgemein (auch iber die
Physik hinaus) anwendbaren Verfahrens, das es er-



